
Zentrum Mathematik Tehnishe Universität MünhenProf. Dr. Bernd Shmidt 20. Oktober 2009Dr. Johannes Giannoulis Blatt 1Partielle Di�erentialgleihungen Iim Wintersemester 2009/10Aufgabe 1: Eine modi�zierte TransportgleihungBetrahten Sie zu gegebenen c ∈ R, b ∈ Rn und g ∈ C1(Rn) das Anfangswertproblem
{

ut + Du · b + cu = 0 in Rn × (0,∞),
u = g auf Rn × {0}. (1)a) Geben Sie dem Gleihungssystem (1) analog zur Vorlesung (Transportgleihung) eineanshaulihe Interpretation, indem Sie die Di�erentialgleihung formal integrieren.Was ist die qualitative Bedeutung des Zusatzterms "cu"?b) Für das Anfangswertproblem (1) soll nun ebenfalls eine explizite Lösung gefundenwerden. Gehen Sie dazu wie folgt vor:Finden Sie (z.B. ausgehend von Teil a) oder direkt anhand der Gleihung (1)) ge-eignete Kurven γx : [0,∞) → Rn × [0,∞), γx(0) = (x, 0), so dass die partielleDi�erentialgleihung (1) für u dort in eine gewöhnlihe Di�erentialgleihung für

zx(s) := u(γx(s)), s ≥ 0übergeht. Lösen Sie letztere und shlieÿen Sie daraus auf u.Formulieren Sie anshlieÿend die entsprehende Existenz- und Eindeutigkeitsaussagefür das AWP (1) und beweisen Sie diese.Aufgabe 2: Volumina von Kugeln und SphärenEs seien r > 0, n ∈ N und y ∈ Rn gegeben.Ziel dieser Aufgabe ist die Berehnung des n-dimensionalen Volumens |Br(y)| der (eu-klidishen) n-Kugel Br(y) = {x ∈ Rn | ‖x − y‖2 ≤ r}, sowie des (n−1)-dimensionalenVolumens |∂Br(y)| der zugehörigen (n−1)-Sphäre ∂Br(y), also der beiden Integrale
|Br(y)| =

∫

Br(y)

1 dx und |∂Br(y)| =

∫

∂Br(y)

1 dS.Poinaré hat dazu folgenden Weg vorgeshlagen:a) Reduzieren Sie das Problem auf die Berehnung des Volumens ωn der Einheitskugel
ωn := |B1(0)| =

∫

B1(0)

1 dx.b) Die Eulershe Gammafunktion Γ(z) hat bekanntlih auf der rehten komplexen Halb-ebene Hr = {z ∈ C |Re(z) > 0} die Integraldarstellung
Γ(z) =

∫ ∞

0

tz−1e−t dt,und erfüllt dort die Funktionalgleihung Γ(z +1) = zΓ(z), z ∈ Hr (falls Sie das nohniht wissen, rehnen Sie kurz nah).



Zeigen Sie unter Benutzung der Formel ∫

R
e−t2 dt =

√
π für das Gauÿ-Integral dieIdentität

ωn =
πn/2

Γ(n/2 + 1)
, (2)indem Sie

∫

Rn

e−‖x‖2

2 dxauf zwei vershiedene Arten berehnen.) Folgern Sie aus (2):
ω2m+1 =

22m+1m!

(2m + 1)!
πm, m ∈ N0 und ω2m =

πm

m!
, m ∈ N.Aufgabe 3: Partielle Integration und die Greenshen FormelnEs sei U ⊂ Rn o�en und beshränkt mit C1-Rand und äuÿerem Einheitsnormalenfeld ν.Beweisen Sie folgende Aussagen mit Hilfe des Gauÿshen Satzes:a) Sind f, g ∈ C1(U), i ∈ {1, . . . , n} und νi := 〈ν, ei〉, so gelten

∫

U

fxi
dx =

∫

∂U

fνi dS,

∫

U

fxi
gdx =

∫

∂U

fgνi dS −
∫

U

fgxi
dx.b) Sind f, g ∈ C2(U) und bezeihnet ∂νh := Dh · ν die Rihtungsableitung einer di�e-renzierbaren Funktion h entlang des Vektorfelds ν, so gelten die Greenshen Formeln

∫

U

〈grad f, grad g〉 dx =

∫

∂U

f∂νg dS −
∫

U

f∆g dx,

∫

U

(f∆g − g∆f) dx =

∫

∂U

(f∂νg − g∂νf) dS.Aufgabe 4: Transformationsinvarianz der LaplaegleihungEs sei T : Rn → Rn eine euklidishe Bewegung, also eine a�n-lineare Abbildung
Tx := Qx + a, x ∈ R

n,mit orthogonalem Q ∈ O(n) und beliebigem a ∈ Rn.Beweisen Sie, dass für alle u ∈ C2(U), U ⊂ Rn o�en, gilt:
∆(u ◦ T ) = (∆u) ◦ T.Was bedeutet das speziell für Lösungen der Laplae-Gleihung ∆u = 0?


